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6 exercices pour s’entraîner
Avant l’entrée en prépa ECG1

Niveau début de prépa - faisable avec un bon bagage de fin de Terminale

marionferremaths.com

Objectif. Ces exercices sont volontairement courts et progressifs. Ils demandent surtout de mieux combiner des outils
déjà connus au lycée : dérivation, logarithme, suites, récurrence, probabilités, loi binomiale et raisonnement. Ils ont
été adaptés à partir de questions issues de sujets officiels ECRICOME Prépa afin de conserver un vrai
style de prépa sans faire peur à un futur étudiant de première année.

Connaissances nécessaires
Avant de commencer, il suffit de maîtriser raisonnablement :

— fonctions : dérivation, variations, limites usuelles, continuité ;
— exponentielle et logarithme : propriétés de base, dérivées ;
— suites : monotonie, convergence, raisonnement par récurrence ;
— sommes : suites géométriques, factorielle, coefficients binomiaux ;
— probabilités : variable aléatoire discrète, loi binomiale ;
— Python : boucles et variables simples pour le dernier exercice.
Aucune connaissance de matrices, de séries numériques ou d’intégrales généralisées n’est nécessaire.

Exercices

Exercice 1 - Logarithme et deux suites

Pour tout entier n ≥ 1, on pose

un =
n∑

k=1

1
k

− ln(n) et vn = un − 1
n

.

On définit aussi, pour x > 0,
f(x) = 1

x + 1 + ln(x) − ln(x + 1).

1. Étudier les variations de f sur ]0, +∞[ et déterminer son signe.
2. Montrer que, pour tout n ≥ 1, un+1 − un = f(n). En déduire la monotonie de (un).
3. Montrer que, pour tout x ≥ 0, ln(1 + x) ≤ x.
4. Montrer que

vn+1 − vn = 1
n

− ln
(

1 + 1
n

)
,

puis en déduire la monotonie de (vn).

Exercice 2 - Une famille de fonctions et deux solutions
Soit n ≥ 1 un entier fixé. On définit, pour x > 0,

hn(x) = xn + 1 + 1
xn

.

1. Étudier les variations de hn sur ]0, +∞[.
2. Montrer que l’équation hn(x) = 4 admet exactement deux solutions un et vn telles que

0 < un < 1 < vn.

3. Montrer que unvn = 1.
4. En posant y = vn

n , déterminer explicitement y, puis vn. En déduire la limite de (vn).
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Exercice 3 - Une somme télescopique cachée

Pour tout entier n ≥ 1, on pose
an = n

(n + 1)! .

1. Déterminer deux réels α et β tels que
n

(n + 1)! = α

n! − β

(n + 1)! .

2. Pour N ≥ 1, calculer

SN =
N∑

n=1

n

(n + 1)! .

3. Étudier la monotonie de (SN ) et déterminer sa limite.

Exercice 4 - Probabilités : regarder la « queue » d’une loi

Soit p ∈]0, 1[. Une variable aléatoire X suit la loi géométrique de paramètre p si

∀k ≥ 1, P(X = k) = p(1 − p)k−1.

Pour k ∈ N, on pose
R(k) = P(X > k).

1. Calculer R(k) pour tout k ∈ N.
2. Vérifier que, pour tout k ≥ 1,

R(k)
R(k − 1) = 1 − p.

3. Plus généralement, si Y est une variable aléatoire à valeurs dans N∗ et si RY (k) = P(Y > k), montrer que

∀k ≥ 1, P(Y = k) = RY (k − 1) − RY (k).

4. Une machine a chaque année une probabilité p = 0,1 de tomber en panne, indépendamment des années précédentes.
Calculer la probabilité qu’elle fonctionne encore après 4 années complètes.

Exercice 5 - Loi binomiale et parité

Soit X ∼ B(n, p), avec n ≥ 1 et p ∈]0, 1[. On note

A = {X est pair} et Y = (−1)X .

1. Montrer que Y = 1 sur l’événement A et Y = −1 sur son complémentaire. En déduire

E(Y ) = 2P(A) − 1.

2. En utilisant la loi binomiale de X, montrer que

E(Y ) = (1 − 2p)n.

3. En déduire une expression de P(A) en fonction de n et p.
4. Déterminer les cas où P(A) ≥ 1

2 .

Exercice 6 - Suite de Fibonacci et Python

On définit la suite (Fn) par

F0 = 0, F1 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn (n ∈ N).

1. Calculer F2, F3, . . . , F8.
2. Montrer par récurrence que Fn > 0 pour tout n ≥ 1.
3. Montrer que la suite (Fn) est strictement croissante à partir du rang 2.
4. En déduire que, pour tout n ≥ 1, Fn ≤ 2n−1.
5. Écrire une fonction Python fibo(n) renvoyant Fn.
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Corrigés

Exercice 1 - Logarithme et deux suites
Pour x > 0,

f ′(x) = − 1
(x + 1)2 + 1

x
− 1

x + 1 = 1
x(x + 1)2 > 0.

Ainsi f est strictement croissante. De plus,

lim
x→0+

f(x) = −∞ et lim
x→+∞

f(x) = 0,

donc f(x) < 0 pour tout x > 0.
Ensuite,

un+1 − un = 1
n + 1 − ln(n + 1) + ln(n) = f(n) < 0.

La suite (un) est donc strictement décroissante.
Pour x ≥ 0, posons g(x) = x − ln(1 + x). Alors

g′(x) = 1 − 1
1 + x

= x

1 + x
≥ 0

et g(0) = 0. Donc g(x) ≥ 0, soit
ln(1 + x) ≤ x .

Enfin,

vn+1 − vn = (un+1 − un) − 1
n + 1 + 1

n
= 1

n
− ln

(
1 + 1

n

)
≥ 0.

La suite (vn) est croissante.

Exercice 2 - Une famille de fonctions et deux solutions
Pour x > 0,

h′
n(x) = nxn−1 − n

xn+1 = n(x2n − 1)
xn+1 .

Le dénominateur est positif. Ainsi h′
n(x) < 0 sur ]0, 1[, h′

n(1) = 0 et h′
n(x) > 0 sur ]1, +∞[. La fonction décroît puis

croît, avec
hn(1) = 3, lim

x→0+
hn(x) = +∞, lim

x→+∞
hn(x) = +∞.

Par continuité et stricte monotonie sur chacun des deux intervalles, l’équation hn(x) = 4 admet exactement deux
solutions un et vn avec

0 < un < 1 < vn.

Or
hn

(
1
x

)
= hn(x).

Donc 1/vn est aussi une solution située dans ]0, 1[. Par unicité,

un = 1
vn

.

Enfin hn(vn) = 4 donne, avec y = vn
n > 1,

y + 1 + 1
y

= 4 ⇐⇒ y2 − 3y + 1 = 0.

Ainsi
y = 3 +

√
5

2
(car l’autre racine est inférieure à 1), donc

vn =
(

3 +
√

5
2

)1/n

.

En écrivant vn = exp
(

1
n ln 3+

√
5

2

)
, on obtient

lim
n→+∞

vn = 1 .
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Exercice 3 - Une somme télescopique cachée
On écrit

n

(n + 1)! = n + 1 − 1
(n + 1)! = 1

n! − 1
(n + 1)! .

Donc α = β = 1. Par télescopage,

SN =
N∑

n=1

(
1
n! − 1

(n + 1)!

)
= 1 − 1

(N + 1)! .

Comme chaque an > 0, la suite (SN ) est croissante. De plus,

lim
N→+∞

SN = 1 .

Exercice 4 - Probabilités : regarder la « queue » d’une loi
Pour k ∈ N,

R(k) =
+∞∑

j=k+1
p(1 − p)j−1.

C’est la somme d’une suite géométrique de premier terme p(1 − p)k et de raison 1 − p, donc

R(k) = (1 − p)k .

Ainsi, pour k ≥ 1,
R(k)

R(k − 1) = (1 − p)k

(1 − p)k−1 = 1 − p.

Pour une variable Y à valeurs dans N∗,

{Y > k − 1} = {Y = k} ∪̇ {Y > k},

donc
P(Y = k) = RY (k − 1) − RY (k) .

Avec p = 0,1, la probabilité de fonctionner encore après 4 années complètes vaut

R(4) = (0,9)4 = 0,6561.

Exercice 5 - Loi binomiale et parité
Sur A, X est pair donc Y = 1 ; sur Ac, X est impair donc Y = −1. Ainsi

E(Y ) = 1 · P(A) − 1 · P(Ac) = 2P(A) − 1.

D’autre part,

E(Y ) =
n∑

k=0
(−1)k

(
n

k

)
pk(1 − p)n−k.

Par la formule du binôme de Newton,

E(Y ) = ((1 − p) − p)n = (1 − 2p)n.

Donc

P(A) = 1 + (1 − 2p)n

2 .

Enfin P(A) ≥ 1/2 si et seulement si (1 − 2p)n ≥ 0. Ainsi :
— si n est pair, l’inégalité est toujours vraie ;
— si n est impair, elle équivaut à p ≤ 1/2.
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Exercice 6 - Suite de Fibonacci et Python
Les premiers termes sont

F2 = 1, F3 = 2, F4 = 3, F5 = 5, F6 = 8, F7 = 13, F8 = 21.

Pour la positivité : F1 = 1 > 0 et F2 = 1 > 0. Si Fn > 0 et Fn+1 > 0, alors

Fn+2 = Fn+1 + Fn > 0.

La propriété est vraie par récurrence.
Pour n ≥ 2,

Fn+1 − Fn = Fn−1 > 0,

donc (Fn) est strictement croissante à partir du rang 2. Par conséquent, pour n ≥ 1,

Fn+2 = Fn+1 + Fn ≤ 2Fn+1.

En itérant à partir de F1 = 1, on obtient
Fn ≤ 2n−1 .

Une fonction Python possible est :

def fibo(n):
if n < 0:

raise ValueError ("n doit etre positif ")
a, b = 0, 1
for _ in range(n):

a, b = b, a + b
return a

Pour aller plus loin

Cette fiche contient volontairement seulement six exercices. Vous en voulez plus ? Contactez-moi au 06 30 43
01 64. Je peux proposer des exercices supplémentaires adaptés à votre niveau, à votre future prépa ECG et à vos
difficultés, et travailler avec vous sur les mathématiques comme sur la méthode de travail.

Sources d’inspiration officielles. Les exercices ont été reformulés et allégés à partir d’idées de questions publiées
dans des sujets officiels : ECRICOME Prépa 2018 (exercices 2 et 3), ECRICOME Prépa 2019 (exercice 2), ECRICOME
Prépa 2024 (exercice 1), et sujet zéro Mathématiques appliquées ECG 2023 (exercice 3). Ils ne constituent pas une
reproduction intégrale des sujets officiels.
Sujet officiel 2018 Sujet officiel 2019 Sujet officiel 2024 Sujet zéro ECG

Réalisé par Marion Ferré Maths
marionferremaths.com

Vous en voulez plus ? Contactez-moi au 06 30 43 01 64.
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