
Préparer l’entrée en PCSI
5 exercices passerelle Terminale −→ prépa
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Objectif. Ces exercices ont le style d’un début de PCSI : il faut chercher, enchaî-
ner plusieurs idées, justifier proprement et exploiter les résultats précédents. En
revanche, aucune connaissance nouvelle de PCSI n’est nécessaire. Les outils
de Terminale spécialité mathématiques suffisent.
Les exercices sont volontairement variés : sommes et encadrements, étude de fonc-
tion avec logarithme, suite récurrente, intégrale dépendant d’un entier, probabilités
et somme géométrique.

Rappels autorisés

Deux rappels seulement peuvent être utilisés sans démonstration :

N∑
k=0

qk =
1− qN+1

1− q
(q ̸= 1),

∫ 1

0
xn dx =

1

n+ 1
(n ∈ N).

Pour |q| < 1, on pourra également utiliser qN → 0 lorsque N → +∞.

Conseil de travail. Cherchez chaque exercice sans correction pendant un temps réel : 20 à 40
minutes selon l’exercice. Lorsque vous lisez la correction, annotez-la avec ce que vous n’aviez pas
vu : transformation, inégalité, idée de récurrence, erreur de calcul, justification oubliée. Relisez
ensuite ces annotations juste avant la rentrée.

Note de conception. Sélection reformulée à partir de grands classiques de transition lycée-CPGE et alignée sur les outils
du programme de Terminale. Les énoncés et corrigés de cette fiche ont été rédigés spécifiquement pour Marion Ferré
Maths. Références d’inspiration en fin de document.
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Énoncés

Exercice 1 – La suite harmonique par blocs 25 min

Pour n ≥ 1, on pose

Hn =

n∑
k=1

1

k
= 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
.

1. Montrer que, pour tout entier n ≥ 1,

H2n −Hn ≥ 1

2
.

2. Supposons un instant que la suite (Hn) converge. Montrer que l’on obtiendrait une
contradiction avec la question précédente.

3. Justifier que (Hn) est croissante, puis conclure que

Hn −→ +∞.

4. Pour p ∈ N, montrer que
H2p ≥ 1 +

p

2
.

5. À partir de ce seul encadrement, donner une valeur explicite de n garantissant
Hn ≥ 10.

Exercice 2 – Comparer deux puissances sans calculatrice 30 min

On définit, pour x > 0,
f(x) =

lnx

x
.

1. Calculer f ′(x) et dresser le tableau de variations de f sur ]0,+∞[.
2. Soit n ≥ 3. En comparant f(n) et f(n+ 1), déterminer lequel des deux nombres

nn+1 et (n+ 1)n

est le plus grand.
3. Traiter séparément les cas n = 1 et n = 2, puis donner la comparaison valable pour

tout entier n ≥ 1.
4. On pose an = n1/n pour n ≥ 1. Étudier les variations de la suite (an) et déterminer

son plus grand terme.

marionferremaths.com 1

https://marionferremaths.com


Marion Ferré Maths Préparer l’entrée en PCSI

Exercice 3 – Une suite de racines emboîtées 35 min

On définit la suite (un) par

u0 = 0, un+1 =
√
2 + un (n ∈ N).

1. Montrer par récurrence que la suite est bien définie et que

0 ≤ un < 2 pour tout n ∈ N.

2. Montrer que (un) est strictement croissante.
3. En déduire que (un) converge et déterminer sa limite.
4. Montrer que, pour tout n ∈ N,

2− un+1 =
2− un
2 + un+1

.

5. En déduire l’encadrement
0 ≤ 2− un ≤ 21−n.

6. Quel est le plus petit rang garanti par cet encadrement pour avoir

|un − 2| < 10−6 ?

Exercice 4 – Une intégrale qui cache ln 2 40 min

Pour tout entier n ≥ 0, on pose

In =

∫ 1

0

xn

1 + x
dx.

1. Montrer que
1

2(n+ 1)
≤ In ≤ 1

n+ 1
.

2. En déduire que In → 0.
3. Montrer que, pour tout n ≥ 0,

In + In+1 =
1

n+ 1
.

4. Calculer I0, puis exprimer I1, I2 et I3 à l’aide de ln 2.
5. Pour n ≥ 1, on note

Sn = 1− 1

2
+

1

3
− · · ·+ (−1)n−1

n
.

Montrer que
ln 2 = Sn + (−1)nIn.

6. En déduire une majoration simple de l’erreur | ln 2 − Sn|. Quel rang suffit pour
garantir une erreur strictement inférieure à 10−3 ?
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Exercice 5 – Un duel au dé et l’avantage de commencer 35 min

Alice et Benoît jouent avec un dé équilibré à six faces. Alice lance la première, puis
ils alternent. Le premier qui obtient un 6 gagne immédiatement.
Pour k ∈ N, on note Ak l’événement : « Alice gagne lors de son (k + 1)-ième lancer ».

1. Expliquer pourquoi

P(Ak) =

(
25

36

)k 1

6
.

2. Pour N ∈ N, calculer la probabilité qu’Alice gagne au plus tard lors de son (N + 1)-
ième lancer.

3. En faisant tendre N vers +∞, déterminer la probabilité qu’Alice gagne la partie.
4. En déduire la probabilité de victoire de Benoît. Interpréter le résultat.
5. Variante. Alice obtient un « succès » à chacun de ses lancers avec une probabilité

p, Benoît avec une probabilité q, les lancers restant indépendants. Montrer que

P(Alice gagne) = p

p+ q − pq
.

6. Si Benoît conserve q = 1
6 , quelle valeur de p rend le jeu équitable ? Commenter.

Vous en voulez plus?

Vous souhaitez d’autres exercices dumême type, adaptés à votre niveau, ou un accom-
pagnement pour préparer l’entrée en PCSI? Vous pouvez me contacter et nous
pouvons travailler ensemble, avant la rentrée ou pendant l’année de prépa.

Marion Ferré Maths
marionferremaths.com

Corrections détaillées

Correction 1 – La suite harmonique par blocs

1. Comparer H2n et Hn.
On écrit

H2n −Hn =
2n∑

k=n+1

1

k
.

Cette somme contient exactement n termes. Pour n+ 1 ≤ k ≤ 2n, on a k ≤ 2n, donc

1

k
≥ 1

2n
.

Par conséquent,
H2n −Hn ≥ n× 1

2n
=

1

2
.

2. Contradiction avec une convergence éventuelle.
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Supposons Hn → L. Alors la sous-suite (H2n) converge elle aussi vers L. Ainsi

H2n −Hn −→ L− L = 0.

Mais la question précédente donne, pour tout n,

H2n −Hn ≥ 1

2
,

ce qui est impossible. La suite (Hn) n’est donc pas convergente.
3. Conclusion.
On a

Hn+1 −Hn =
1

n+ 1
> 0,

donc (Hn) est strictement croissante. Une suite croissante qui serait majorée convergerait.
Or (Hn) ne converge pas : elle n’est donc pas majorée. Comme elle est croissante,

Hn → +∞.

4. Regroupement dyadique.
Pour p ≥ 1,

H2p = H1 +

p−1∑
j=0

(
H2j+1 −H2j

)
.

La question 1 appliquée à n = 2j donne

H2j+1 −H2j ≥
1

2
.

Donc
H2p ≥ 1 + p× 1

2
,

soit
H2p ≥ 1 +

p

2
.

5. Garantir Hn ≥ 10.
Il suffit d’imposer

1 +
p

2
≥ 10,

donc p ≥ 18. On peut ainsi prendre

n = 218 = 262 144.

Cet entier n’est pas le plus petit n tel que Hn ≥ 10 : c’est simplement une valeur garantie
par l’encadrement démontré.

Correction 2 – Comparer deux puissances

1. Variations de f .
Pour x > 0,

f(x) =
lnx

x
.

Par dérivation,

f ′(x) =
1
x · x− lnx

x2
=

1− lnx

x2
.
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Comme x2 > 0, le signe de f ′(x) est celui de 1− lnx. Or

1− lnx = 0 ⇐⇒ x = e.

Donc f est croissante sur ]0,e] et décroissante sur [e,+∞[.
2. Cas n ≥ 3.
Pour n ≥ 3, on a n > e et n+ 1 > e. La fonction f est donc décroissante entre n et n+ 1 :

f(n) > f(n+ 1).

Ainsi
lnn

n
>
ln(n+ 1)

n+ 1
.

En multipliant par n(n+ 1) > 0,

(n+ 1) lnn > n ln(n+ 1).

L’exponentielle étant strictement croissante,

nn+1 > (n+ 1)n (n ≥ 3).

3. Petits cas.
Pour n = 1 : 12 < 21.
Pour n = 2 : 23 = 8 < 9 = 32.
Finalement, {

nn+1 < (n+ 1)n, n = 1, 2,

nn+1 > (n+ 1)n, n ≥ 3.

4. Variations de an = n1/n.
On a

ln(an) =
lnn

n
= f(n).

Comme ln est croissante, an varie comme f(n) sur les entiers.
Pour n ≥ 3, f(n) > f(n+ 1), donc an > an+1 : la suite décroît à partir du rang 3.
Pour les premiers termes,

a1 = 1 < a2 =
√
2.

De plus,
a2 < a3 ⇐⇒ 21/2 < 31/3 ⇐⇒ 23 < 32 ⇐⇒ 8 < 9.

Ainsi (an) croît de n = 1 à n = 3, puis décroît. Son maximum est

a3 =
3
√
3.

Correction 3 – Une suite de racines emboîtées

1. Encadrement.
On montre par récurrence que 0 ≤ un < 2.
Initialisation. u0 = 0, donc 0 ≤ u0 < 2.
Hérédité. Supposons 0 ≤ un < 2. Alors

2 ≤ 2 + un < 4.
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En prenant les racines carrées, √
2 ≤ un+1 < 2.

En particulier 0 ≤ un+1 < 2.
La propriété est donc vraie pour tout n ∈ N.
2. Monotonie.
Comme un+1 ≥ 0 et un ≥ 0, il suffit de comparer leurs carrés :

u2n+1 − u2n = 2 + un − u2n.

On factorise :
2 + un − u2n = (2− un)(un + 1).

Or un < 2 et un ≥ 0, donc les deux facteurs sont strictement positifs. Ainsi

u2n+1 > u2n.

Comme les termes sont positifs,
un+1 > un.

La suite est strictement croissante.
3. Limite.
La suite est croissante et majorée par 2, donc elle converge. Notons ℓ sa limite. En passant
à la limite dans

un+1 =
√
2 + un,

on obtient
ℓ =

√
2 + ℓ.

Comme ℓ ≥ 0, on peut élever au carré :

ℓ2 = 2 + ℓ,

d’où
(ℓ− 2)(ℓ+ 1) = 0.

La seule solution non négative est
ℓ = 2.

4. Une identité sur l’erreur.
On rationalise :

2− un+1 =
(2− un+1)(2 + un+1)

2 + un+1
=

4− u2n+1

2 + un+1
.

Or u2n+1 = 2 + un, donc
4− u2n+1 = 2− un.

Ainsi
2− un+1 =

2− un
2 + un+1

.

5. Vitesse de convergence.
Comme un+1 ≥ 0,

2 + un+1 ≥ 2.

Donc
0 ≤ 2− un+1 ≤

2− un
2

.

marionferremaths.com 6

https://marionferremaths.com


Marion Ferré Maths Préparer l’entrée en PCSI

En itérant cette inégalité,

2− un ≤
(
1

2

)n

(2− u0) = 2

(
1

2

)n

= 21−n.

Ainsi
0 ≤ 2− un ≤ 21−n.

6. Précision 10−6.
Il suffit que

21−n < 10−6.

Or
220 = 1048 576 > 106,

donc
2−20 < 10−6.

Pour n = 21, on a 21−n = 2−20 < 10−6. Pour n = 20, la borne vaut 2−19 > 10−6.
Le plus petit rang garanti par cet encadrement est donc

n = 21.

Correction 4 – Une intégrale qui cache ln 2

1. Encadrement de In.
Pour x ∈ [0, 1],

1 ≤ 1 + x ≤ 2,

donc
1

2
≤ 1

1 + x
≤ 1.

Comme xn ≥ 0,
xn

2
≤ xn

1 + x
≤ xn.

En intégrant sur [0, 1],
1

2

∫ 1

0
xn dx ≤ In ≤

∫ 1

0
xn dx.

Avec le rappel donné au début,

1

2(n+ 1)
≤ In ≤ 1

n+ 1
.

2. Limite.
Les deux bornes tendent vers 0. Par encadrement,

In → 0.

3. Relation de récurrence.
On calcule

In + In+1 =

∫ 1

0

xn + xn+1

1 + x
dx =

∫ 1

0

xn(1 + x)

1 + x
dx.
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Donc

In + In+1 =

∫ 1

0
xn dx =

1

n+ 1
.

4. Premières valeurs.
On a

I0 =

∫ 1

0

1

1 + x
dx =

[
ln(1 + x)

]1
0
= ln 2.

La relation précédente donne successivement

I0 + I1 = 1,

donc
I1 = 1− ln 2.

Puis
I1 + I2 =

1

2
,

donc
I2 = ln 2− 1

2
.

Enfin
I2 + I3 =

1

3
,

donc
I3 =

5

6
− ln 2.

5. Apparition de la somme alternée.
La relation

In−1 + In =
1

n

s’écrit
In =

1

n
− In−1.

En répétant,
In =

1

n
− 1

n− 1
+ · · ·+ (−1)n−1 · 1 + (−1)nI0.

Comme I0 = ln 2, on réarrange et on obtient

ln 2 = Sn + (−1)nIn.

6. Erreur d’approximation.
On a

| ln 2− Sn| = In.

D’après la question 1,
0 < In ≤ 1

n+ 1
.

Ainsi
| ln 2− Sn| ≤

1

n+ 1
.

Pour garantir une erreur strictement inférieure à 10−3, il suffit d’avoir

1

n+ 1
< 10−3,
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soit n+ 1 > 1000. Le plus petit entier convenable avec cette majoration est

n = 1000.

Correction 5 – Un duel au dé

1. Probabilité de Ak.
Pour qu’Alice gagne lors de son (k + 1)-ième lancer, il faut :

— pendant k tours complets, qu’Alice échoue puis que Benoît échoue ;

— ensuite qu’Alice obtienne un 6.

La probabilité qu’Alice et Benoît échouent tous les deux pendant un tour complet vaut

5

6
× 5

6
=

25

36
.

Par indépendance,

P(Ak) =

(
25

36

)k 1

6
.

2. Victoire avant le (N + 1)-ième lancer d’Alice.
Les événements A0, . . . , AN sont deux à deux incompatibles. Donc

P(A0 ∪ · · · ∪ AN ) =

N∑
k=0

(
25

36

)k 1

6
.

Avec la somme géométrique,

=
1

6

1−
(
25
36

)N+1

1− 25
36

.

Or 1− 25
36 = 11

36 , d’où

P(A0 ∪ · · · ∪ AN ) =
6

11

(
1−

(
25

36

)N+1
)
.

3. Probabilité finale de victoire d’Alice.
Comme 0 < 25

36 < 1, (
25

36

)N+1

→ 0.

Ainsi
P(Alice gagne) = 6

11
.

4. Probabilité de Benoît.
La partie se termine presque sûrement : la probabilité que les deux joueurs échouent pen-
dant N tours complets vaut (25/36)N → 0. Il n’y a donc pas de troisième issue de probabilité
positive.
Par conséquent,

P(Benoît gagne) = 1− 6

11
=

5

11
.

Alice est avantagée uniquement parce qu’elle joue en premier.
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5. Variante avec probabilités p et q.
Un tour complet sans gagnant a pour probabilité

(1− p)(1− q).

Alice gagne après k tours complets sans gagnant puis un succès de sa part avec probabilité(
(1− p)(1− q)

)k
p.

En sommant puis en passant à la limite,

P(Alice gagne) = p

1− (1− p)(1− q)
.

Or
1− (1− p)(1− q) = p+ q − pq.

Donc
P(Alice gagne) = p

p+ q − pq
.

6. Rendre le jeu équitable lorsque q = 1/6.
On impose

p

p+ q − pq
=

1

2
.

Alors
2p = p+ q − pq,

donc
p = q(1− p).

Ainsi
p(1 + q) = q, p =

q

1 + q
.

Avec q = 1/6,

p =
1

7
.

Alice peut donc avoir une probabilité de succès légèrement plus faible à chaque lancer
tout en conservant une chance de victoire de 1/2 : c’est exactement la compensation de
son avantage de premier joueur.
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Références d’inspiration

Cette fiche ne reproduit pas textuellement un recueil existant. Elle reformule des grands clas-
siques de transition lycée-prépa et propose des corrigés originaux, avec un choix volontaire
d’outils accessibles en Terminale.

— Ministère de l’Éducation nationale, Programme de l’enseignement de spécialité de mathéma-
tiques de Terminale générale.

— Ministère de l’Enseignement supérieur, Programme de mathématiques de première année de
PCSI.

— Lycée Louis-le-Grand, Entre la Terminale et les CPGE scientifiques - Mathématiques, document
de transition destiné notamment aux futurs étudiants de PCSI/MPSI.

— Ressources de rentrée en prépa scientifique, notamment les classiques autour de ln(x)/x, des
suites et des regroupements de sommes.

Les thèmes retenus correspondent à des gestes mathématiques centraux au passage vers la prépa :
transformer une expression, exploiter une monotonie, raisonner par contradiction, utiliser une ré-
currence, obtenir une borne d’erreur et enchaîner des questions dépendantes.

Marion Ferré Maths
Préparation lycée, prépa et supérieur

marionferremaths.com
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